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Sqlyga /FTI2-9 V¥
Rutuliuko, jdaryto Svinu, riedéjimas

Mediniame rutuliuke, kurio spindulys r = 2 c¢m, yra spindulio ' = 0,5 cm rutulio formos
ertmé, uzpildyta $vinu (Zaislas ,,Jonukas-stovukas®). Atstumas tarp rutuliuky centry 00’ = 1,5 cm.
MedzZio tankis d = 500 kg/m3, Svino tankis d’ = 11300 kg/m3. Rutuliukas padedamas ant
Siurk$¢ios nuoZulniosios plokStumos, palinkusios kampu « = 8° taip, kad linija 00’ buty
plokStumoje, statmenoje nuozulniajai plokStumai, ir paleidziamas be pradinio greicio.

1) Kokiam kampui g tarp 00’ ir vertikalés esant rutuliukas nejudés?

2) Kokiose ribose esant kampui g rutuliukas, paleistas be pradinio grei¢io, nuriedés
nuozulnigja plokstuma?

3) Kokiam maziausiam trinties koeficientui esant rutuliukas riedés pavir§iumi neslysdamas?

Uzduoti parengé mokyklos ,, Fizikos olimpas” steigéjy tarybos narys, ilgametis mokyklos
direktorius (11 m.) ir Sio Fizikos turnyro uzZduociy parengimo spresti ir jy sprendimy vertinimo
komisijos pirmininkas prof. habil. dr. Antanas Rimvidas Bandzaitis.
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UZzduoties aiSkinamasis sprendimas / FT12-9 ¥

Rutuliukas nejudés, jei ties¢, iSvesta per rutuliuko masés centra C
ir jo lietimosi su nuozulnigja plokStuma taska A, bus vertikali. Kampa
tarp OO* ir vertikalés [ matuojame nuo vertikalés pagal laikrodzio
rodykle. Laikome, kad yra du homogeniniai rutuliukai: vieno rutuliuko
centras O, spindulys r» = 2 cm, tankis d = 500 kg/m3, kito rutuliuko
centras O, spindulys ' = 0,5 cm, tankis d" = d' —d = 10800 kg/m3.

Ty rutulivky masés m= %nr3d = 0,0168 kg, m"=§7rr' 3 =

0,0057 kg. Bendra masés centra C nustatome i$ salygos
m-0C =m-0'C, m-OC=m- (00’ — 00C),
m"-00"  r3d -d)oo’
m+m’ r3d+r3d —d)
0,0053(11300 — 500) - 1,5
- 0,023 - 500 + 0,0053 - (11300 — 500)

IS AAOC pagal sinusy teorema gauname:
oc 0A

ocC =

oc = 0,38 (cm).

sin L0AC ~ sin <0CA’

Bet L-OAC = a, LZOCA=mn— [, 04 =r.

Tada
] ] rsina
sin(mr — B) = sinf = 0C
] 0,02 sin 8° .
Sll’lﬁ = W = 0,73, ﬁl = 47°, ﬁz
= 133°.
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Parodysim, kad gautas 8 vertes atitinka potencinés energijos E, () ekstremumai. Kai OO*
vertikali potenciné energija (aukstj imam nuo nuozulniosios plokstumos pagrindo)

E,(0) = (m+m")g(hy + rcosa — 0C).
Kai rutuliukas neslysdamas nurieda atstuma AA' = rf3, jo potenciné energija
E,(B) = (m+m")g(hy, + rcosa — OCcosf) =
=(m+m")g(hy —rBsina +rcosa — 0C cosf).

Ekstremumo salyga

% =0, —rsina + 0Csinf = 0.
Gavome ta pacia lygti. Kadangi
4°Ey = 0Ccosf
dp? ’

cosf; > 0, B, atitinka minimuma, pusiausvyra stabili, cosf, <0, [, atitinka maksimuma,
pusiausvyra nestabili.
Kai f = 8, , ir rutuliukas nezymiai nukrypsta i desing, jis pradeda

riedéti, jo potenciné energija pradzioje mazéja, kinetiné energija didéja kol
OO* kampas su vertikale tampa f;, toliau potenciné energija pradeda @
didéti, o kinetiné energija maz¢ja. Rutuliukui padarius pilng apsisukima jo
greitis nebus lygus 0. Taigi, rutuliukas riedés toliau.

Kai f = f,, ir rutuliukas nezymiai nukrypsta i kaire, jis taip pat
pradeda riedéti | kairg, kampas f mazéja. Rutuliuko potenciné energija ,
pradzioje mazéja, kinetiné energija didéja kol OO* kampas su vertikale a _
tampa f;. Toliau potencin¢ energija pradeda didéti, o kinetiné energija
mazeja kol rutuliukas sustoja pasiekes pradini aukst] virS pagrindo tiesei
OO°* su vertikale sudarant kampa 3. Riedédamas atgal rutuliukas pasiekia
prading padét], t.y., liecka kiek nukrypgs i1 kair¢ nuo maksimumo. Taigi, rutuliukas svyruos
riedédamas tai | kaire, tai i deSing.

Nustatome kampa 3. Pradiniu momentu
masés centro aukstis virs pagrindo

he = hy +rcosa —0C cos f5;.

Rutuliukui nuriedéjus 1 kairg atstuma AA" =
r(B, — B3) ir sustojus jo masés centro aukstis

he = hy +7r(B, — B3) sina +
+rcosa — OC cos (3.
Gauname lygti:
r(By — B3) sina — OC cos B3 = —0C cos S3,.

Lygtis transcendentiné, jos tikslus sprendinys
nezinomas. Sprendziame apytiksliai skaitmeniniu metodu (5, ir S5 iSreiSkiame radianais).

2(2,32 — B3) sin8° — 0,38 cos 3 = —0,38 cos 133°,
—f3—1,36 cos 3 + 1,39 = 0.

Imame funkcija
f(B) =—-pB+136cosp + 1,39,
f'(B) =—-1-1,36sinp,

ir taikome liestiniy metoda:



o _ f(ﬁprad)
.Bnau]a - .Bprad f’(ﬂprad)'

Sudarome lentelg, imdami f,,,4 = 0,03.

B 0,03 0,03064
f(B) 0,00061 0,00000003
f'(B) 0,959 0,958

Taigi, B3 =0,0306 = 1,75°. Esant kiek didesnei pradinei kampo vertei nejudantis
rutuliukas riedés Zzemyn ir sustos kampui nepasiekus vertés f5,. Jei pradiné kampo verté bus
mazesné uz 35 rutuliukas, riedédamas zemyn, pasiekgs [, nesustos ir riedés toliau. Taigi, rutuliukas
nuriedés nuozulniaja plokstuma jei padedant bus 133° < 8 arba f < 1,75°.

Jei pradiniu momentu nejudantis rutuliukas padedamas esant
1,75° < f < 133°, jis svyruoja riedédamas nuozulniaja plokStuma tai
auksStyn, tai zemyn. Maksimaly jégos momenta sunkio jéga sukuria
Svininiam rutuliukui toliausiai nutolus nuo vertikalés, einancios per
atramos taSka A*:

Npax = m"g(00" — rsin ).

Tas jégos momentas suteikia rutuliukui kampinj pagreiti

. Npax m'g(00 —rsina)
g = = :

Ly, L,
Cia inercijos momentas
7 2
Ly, = gmrz + m"(gr’2 + A'0'%),
rn’2 2 N2 1 T 12 I} .
A0 =r*+(@r—-r)=-2r(r—r )cos(z—a) =r""+2r(r—r")(1 —sina),
7

7
I, = gmr2 + m"[gr’2 +2r(r—1r")(1 —sina)]

Masés m masés centro O pagreitis a = €'r, masés m* masés centro O° pagreitis a’ =
g 0'A’. Pagrei¢io a* dedamoji, lygiagreti nuoZulniajai plokStumai,

a'y=¢'[r—(—r)sinal,
o0 statmena nuozulniajai plokStumai dedamoji

, m"g(00" —rsina)(r —r') cosa
a' =¢&(r—-r")cosa = .

1y,
Rutuliuka taip pat veikia nustumiancioji jéga

F, = (m+m")gsina.
Trinties jega F, sukuria rutuliuko prispaudimo prie nuoZulniosios plokStumos jégaF,,.:

Fir = pFy,.
Kad rutuliukas riedéty neslysdamas trinties jéga turi atsverti nustumianciaja jéga, sukurti
jégos momenta, suteikiantj rutuliukui kampinj pagreitj €', suteikti masei m pagreiti a ir masei m“
pagreitj a’y. Rutuliukas riedés neslysdamas, kai trinties jéga bus

g'ly

F =F, + +ma +m"a’).

r
Cia I, — rutuliuko inercijos momentas tasko O atzvilgiu:



Iy = Emrz + m"(zr'2 +00'?)
5 5 ’

1
F, =F, +¢' {:+mr+m [r—(r—r’)sma]}

= [mg + m"(g — a’)] cos a.

E,+¢€ {170 +mr+m"[r—(r—r")sin a]}

‘Ll tT/ br [mg +mu(g _ al)] Ccos a
(m+m")sina + m"(00' I_ rsina) {IO +mr+m"[r— (r—r")sin a]}
— Ar
m +m"(1 _m"(00 —rsmla)(r—r )cosa)] s &
Al
ISraiSka gan griozdiska, irasius m,m", Iy, 14, iSraiSka nesupaprastéja. [raSome skaitines
vertes
I 8 —mdr® +4T[d" 3( r'2 +00'?) —En 0,5 - 25+47T 10,8 - 053(2 0,52+ 1,52%) =
°~ 15 3 15 3 5 ’
= 40,1 g - cm?,
28 4 ,
Iy, = 157rdr + 37Td" 3[ "2+ 2r 00'(1 —sina)] =
28 s 4 3/ . . .
=En 052 +3T[ 10,8 -0,5 [5 05°4+2-2-1,5(1 —sin8°)] =125g- cm?*,
m=168g,
m"=5,7 g,
(168 + 57 singe + 2LIA 2SNV AU 4 4555 4 5712~ 1,5 sin8e])
= 125 2 - 031

5,7(1,5 — 2sin 8°)1,5 cos 8°
125 )|c

Jei iSnagrinétoje padétyje rutuliukas judéty, atsirasty ir iScentriné jéga Fyx = m"A0'w?, Kuri
pakeistu u: Fy - Fp—Fgcosa, F,, > F,. — Fgsina. Kadangi sin8° < cos8°, trinties
koeficiento verté sumazétuy.

16,8 +5,7(1 — cos 8°

Kai rutuliukas rieda nuozulnigja plokStuma nesustodamas, jis sukasi greiciu w apie taska O,
jo masés m*“ dalis sukasi r—r* spindulio apskritimu, todél atsiranda iScentriné jéga
Fx =m"(r — rw?.
Ta jéga kompensuoja sunkis, trinties jéga ir pagrindo reakcijos jéga. Kai F;; nukreipta
vertikaliai aukStyn, trinties jéga
For = p[(m + m") g — Fg] = u[((m + m)g —m"(r — r)w?].

TaCiau esant dideliam kampiniam greiCiui pastarasis reiSkinys gali buti lygus nuliui ar
neigiamas. Taigi, trinties jéga iSnyksta: pasiekgs tam tikra greiti besisukantis rutuliukas tarpais
praslysta esant bet kokiam trinties koeficientui.

Uzduoties aiskinamaji sprendimq pateiké jos autorius prof. habil. dr. Antanas Rimvidas
Bandzaitis.
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Turnyro dalyviy sprendimy aptarimas / FT12-9 'V

Dauguma sprendusiyjy nustaté kampus, atitinkancius stabilig ir nestabilia pusiausvyra.

Kai kas nurodé, kad rutuliukas, paleistas be pradinio greiCio, nuriedés nuozulnigja
plokStuma kai pradinis kampas kiek nukryps nuo nestabilios pusiausvyros kampo, ir rutuliukas
pradés riedéti zemyn. Taciau antrosios padéties — mazo kampo, kuriam esant rutuliukas, pradéjes
riedéti persiris per nestabilios pusiausvyros padéti — tiksliai nenurodé niekas.

Nustatant trinties koeficienta reikia atsizvelgti i1 prispaudimo jéga, ne tik i sunki.
Prispaudimo jéga kinta kiinui judant su pagrei¢iu (slenkamojo judéjimo bei iScentriniu). Todel
minimalus trinties koeficientas gali biiti nustatytas tik kai rutuliukas, paleistas be pradinio greicio,
riedés nuozulniaja ploks§tuma aukstyn ir zemyn. Kai rutuliukas nuriedés nuozulniagja plokStuma, jis
riedés tarpais praslysdamas, esant bet kokiam trinties koeficientui.

Uzduoties sprendimy aptarimq parengé jos autorius prof. habil. dr. Antanas Rinvidas

Bandzaitis .
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Sprendimy vertinimo kriterijy ir jy verciy lentelé / FT12-9 V

Nr. | Sprendimy vertinimo Kriterijus Verté balais

1. Nustatytas rutuliuko masés centras 2
Nustatyti kampai, atitinkantys stabilig ir nestabilig pusiausvyra 2

2. Nustatyti kampai, kuriems esant rutuliukas, paleistas be pradinio 2
greicio, nuriedés nuozulnigja plokStuma

3. Nustatytas minimalus trinties koeficientas, kuriam esant rutuliukas, 2

paleistas be pradinio greicio, riedés nuozulnigja plokStuma aukStyn ir
Zzemyn neslysdamas

4, Nustatyta, kad esant bet kokiam trinties koeficientui rutuliukas 2
nuriedés nuozulnigja plokStuma tarpais praslysdamas

5. Netikslumai (p. 1-4) Iki (-1)

Didziausias galimas sprendimy jvertinimas 10

Sprendimy vertinimo kriterijy ir jy verciy lentele parengé uzduoties autorius prof. habil. dr.

Antanas Rimvidas Bandzaitis.
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